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Nivel: Tercero Medio
Clase 7: Probabilidad total y Teorema de Bayes

Objetivo: Comprender el teorema de la probabilidad total y aplicarlo en la toma de descisiones.

Recordemos:
Se dice que dos sucesos Ay B son independientes si se cumple que:

P(A n B) = P(A) - P(B)

Cuando tenemos dos eventos A y B tal que P(B) > 0, la nocién de independencia nos dice que
la ocurrencia de B no afecta la probabilidad de A. Dicho de otro modo, P(A|B) = P(A). De la
misma manera se tiene que P(B/A) = P(B) cuando A y B son independientes.

Dos eventos que no son independientes se dicen dependientes.

Se dice que dos sucesos A y B son dependientes, si la realizacion de A condiciona la
realizacion de B, es decir, P(B/A) # P(B). Entonces, P(A n B) = P(A): P(B/A)

Formalizando las clases anteriores tenemos:
* Para un evento A de (), se define su probabilidad condicionada a B por:

P(A|B) = PG5!

Esta expresion satisface los axiomas de la probabilidad en Q.

+ Dado un evento Ay un evento B que puede condicionar a A, la probabilidad de que ocurran Ay B
se expresa por:

P(A N B)=P(B)* P(A|B)
Una forma de representar esta expresion es a través de un diagrama de arbol, en el que en las
primeras ramas aparecen |os eventos asociados a la condicidn, es decir, B y B, Esta construccion del

arbol facilita la interpretacion de la informacion.

P(A|B)

P(B) ' A
f B<Ac

A

Be<__ I

Analicemos el siguiente ejemplo, recordando el arbol de probabilidad condicional.

P(B) * P(A|B) = P(AN B)

Ejemplol:
Cierto jugador de tenis gana el 78% de los partidos cuando se lleva el primer set, mientras
que cuando lo pierde, solo gana el 12% de esos partidos. Si este tenista consigue el primer

set el 27% de las veces, écual es la probabilidad de que gane su proximo partido?
Desarrollo:
Definicion de eventos:

: “ 0,78 , _
A = “Ganar el primer set G 0,27 -0,78 =0,2106
B = “Perder el primer set” v
G= “Ganar el partido” A~
p 0.27 . GC
S 0,22
073 %2 & 073-0,12=0,0876
B~
-
Resp: La probabilidad de ganar el partido es 0,88

de un 29% aproximadamente.



{
LICE
Departamento de Matematica g:\bv::lg(s)
Liceo Galvarino Riveros Cardenas
CASRRO_/

Castro — Chiloé

Lo anterior lo formalizaremos:

Dados dos eventos X e Y de un mismo espacio muestral, siempre se tiene la siguiente
propiedad:

P(X) = P(Y) - P(X]Y) + P(Y) - P(X|Y©)

Notemos que P(X) corresponde a la suma de los valores obtenidos en las dos ramas
destacadas del siguiente diagrama de arbol:

PXTY)
X » P(Y) P(X|Y)

v

P(Y) X
P(X°]Y)

P(X|Y¢)
P(Y?) X > P(Y) P(X | Y¢)

-~

Yo
e

P(X¢| Ye)
Ejemplo 2

En un torneo de ajedrez, Boris tiene una probabilidad de 0,32 ganar una partida si juega contra
alguien que ha participado en mas de un torneo; de 0,41 silo hace contra uno que ha competido
en exactamente un torneo; y de 0,75, si juega contra alguno que no ha participado en ninguno.
La mitad de sus adversarios han participado en mas de un torneo, un cuarto en uno y el resto
en ninguno. ¢Cudl es la probabilidad de que Boris gane una partida?

Desarrollo:

Notemos que al igual que en el problema anterior, queremos calcular la probabilidad de G= “Ganar
la partida”, pero en este caso aparecen tres escenarios relevantes, dependiendo del tipo de jugador
al que se enfrenta Boris:

A = Jugar contra un oponente que ha participado en méas de 1 torneo.
B = Jugar contra un oponente que ha participado en 1 torneo.
C = Jugar contra un oponente que no ha participado en torneos.

El siguiente diagrama de arbol muestra los datos conocidos del problema (estan aproximados).
En él se han destacado en rojo las probabilidades que estaban explicitas en el enunciado.

Si observamos el diagrama la probabilidad de ganar el
partido la podemos calcular:

P(G) = P(A) - P(G/A) + P(B) - P(G/B) + P(C) - P(G/C)

P(G)=0,5-0,32+0,25-0,41+0,25-0,75=0,45

Resp: Boris tiene un 45% aprox. Probabilidad de ganar una
partida.

Observacion:
Los eventos A, B y C son disjuntos (mutuamente excluyentes) entre si.
La unién de A, By C es igual a todo el espacio muestral.
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Si Formalizamos el ejemplo anterior:

Sean A, B y C tres eventos mutuamente excluyentes que forman el espacio muestral S. En
otras palabras, A, B y C corresponden a una particién de S. Consideremos, ademas, otro
evento X del espacio muestral. En el siguiente diagrama se representan estos eventos:

S
2>

— S NS
3

La probabilidad de X se puede determinar a través de la siguiente expresién:

S

P(X)=PAANX) +P(BNX) +PCNX)
Lo que esigual a:
P(X) = P(A)- P(X| A} + P(B) - P(X| B) + P(C) - P(X| C)

Es importante notar que puede ocurrir que la interseccién de X con alguno de los conjuntos A,
B o C sea vacia, en cuyo caso la expresion anterior quedara solo con dos sumandos.

Esta propiedad se puede homologar al caso en que hay una mayor cantidad de eventos que
particionan el espacio muestral, es decir, los eventos deben ser mutuamente excluyentes, y
su unién debe ser el espacio muestral.

Este resultado se conoce como el teorema de la probabilidad total.
Ejemplo 3

Carolina es una estudiante de 3° medio, que ha desarrollado una estrategia para responder
pruebas de seleccién mdltiple:
-Primero, marca en su hoja de respuestas solo aquellas alternativas en las que esta
segura, por lo que nunca se equivoca.
-Para la preguntas restantes, ella elige al azar una de las 5 alternativas.
Ella esta segura de sus respuestas el 75% de las veces.
Si ella responde correctamente una pregunta, ¢qué probabilidad hay de que estuviera segura
de dicha respuesta?
Desarrollo:
1) Identificamos los eventos:
S = “Est4 segura al contestar”
R = “Responde correctamente”

2) Analizamos la informacién que aparece en el problema:
Es claro que P(S) aparece en el enunciado y tiene el valor de 0,75. Por otra parte, P(R) no
aparece mencionada explicitamente.
Notemos que P(R/S) aparece mencionada en el primer punto de la estrategia “marca en su
hoja de respuestas solo aquellas alternativas en las que esta, por lo que nunca se
equivoca”. Esto nos dice que

P(R/S) =1.

Por otro lado, P(R/SC) se deduce de la frase “Para la preguntas restantes, ella elige al azar
una de las 5 alternativas.”, es decir, P(RIS®) = 1/5= 0,2.

Finalmente, P(R n S), que corresponde a la probabilidad de contestar correctamente y estar
segura de la respuesta, no esta en el enunciado, pero se puede calcular.

Finalmente nos preguntan por: P(S/R).

R
3) Llevemos la informaci6na un diagrama de Arbol: .
S =
071? -~ ~ Re
4) Para calcular  P(S/R) aplicamos la definicion de e 0
probabilidad condicionada: ‘
R
P(SNR)
- Re

0,8
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Segun nuestro arbol P(SNR)=P(S) -P(R/S)

Al reemplazar en 4) nos queda:
P(S)-P(R/S)

P(S/R) =
/R =—p7
Para calcular P(R) de la expresion anterior, nuevamente nos guiamos por el arbol:

P(R) = P(S)-P(R/S) + P(S°)-P(R/S®)
Entonces nos queda:

P(S) - P(R/S)
P(S)-P(R/S) + P(S5°) - P(R/S°)

P(S/R) =

Si reemplazamos los valores del arbol nos queda:

D(S/R) — 0,75 -1
/ )_0,75-1+0,25-0,2
0,75

0,75+ 0,05

PS/R) =

P(S/R) = 0,9375

P(S/R) =

5) Respuesta:
Si ella responde correctamente la probabilidad de que este segura de su
respuesta es un 94% aprox.

Formalizando lo anterior:

Dados dos eventos Ay B, la probabilidad de A dado B se puede calcular por:

P(A) - P(B|A)

P(A|B) = "

Este resultado se conoce como el teorema de Bayes.

Una aplicaciéon comun de este teorema se obtiene al utilizarlo en conjunto con el de la
probabilidad total para calcular P(B):

P(A) - P(B|A)
P(A) - P(B|A) + P(A%) - P(B| A)

P(A[B) =

AHORA TE TOCA A TI.... (Recuerda enviar tu tarea a mingaliceana.cl)

TAREA: ordena la informacién en diagrama de arbol luego calcula la probabilidad pedida con los
teoremas anteriores (también te puedes ayudar completando una tabla de contingencia):

Con el fin de detectar la presencia de un cierto tipo de bacterias en el agua, se utiliza un
test cuyos resultados pueden ser “positivo” o “negativo”, dependiendo si se detectan o no las
bacterias.

El test resulta positivo con probabilidad 0,9 cuando efectivamente hay este tipo de bacterias
en el agua. En caso de que no las haya, el test resulta negativo con probabilidad de 0,8.
Sabiendo que la probabilidad de que una muestra de agua contenga bacterias de este tipo es
de 0,2, determina:
a) ;Cual es la probabilidad de que no haya bacterias en el agua cuando el test ha dado
positivo?
b) ;Cual es la probabilidad de que haya presencia de bacterias en el agua cuando el test ha
dado resultado negativo? -
AYUDA: . (
1) Identificamos los eventos: N
T = “El test da resultado positivo”
A = “La muestra efectivamente contiene bacterias de ese tipo” ‘ N < T

T



